DOGRUSAL, KARESEL, KAREKOK, RASYONEL
REFERANS FONKSIiYONLARDAN VE BU
FONKSIYONLARDAN TURETILEN
FONKSIYONLARDAN ELDE EDILEN DENKLEM
VE ESITSIZLIKLER

Proje Odevi — Belediye Yuzme Havuzu Projesi Uzerinden Bitlinlesik Bir
Uygulama

1. Projenin Amaci

Bu projenin amaci; dogrusal, karesel, karekdk ve rasyonel referans fonksiyonlari ile bu
fonksiyonlardan taretilen fonksiyonlarin, tek ve buUtlnlesik bir gercek yasam problemi
icinde nasil denklem ve esitsizliklere déonusturulebilecegini géstermektir. Bu kapsamda,
bir belediyenin yaptirmayi planladigi acik hava ylzme havuzu projesi ele alinmis;
havuzun tasarimi (alan), insaat maliyeti (bUtce), su ile doldurulmasi (pompa sayisi)
ve bakim amaciyla bosaltilmasi (su seviyesi) asamalarinin her biri, 6grendigimiz dort
referans fonksiyon tlrinden biriyle modellenmistir. Amac yalnizca bir problemi ¢6zmek
degil, ayni zamanda bu dort fonksiyon tirindn ginlik hayattaki karar alma slreclerinde
(optimizasyon, blUtce planlama, stre tahmini, gtvenlik sinirlarinin belirlenmesi) birlikte
nasil kullanilabilecegini somut bicimde ortaya koymaktir.

2. Kullanilan YoOntem

Calismada asagidaki yontem izlenmistir:

. Gercek yasamdan, doért referans fonksiyon tlrinU de barindirabilecek tek bir
butlnlesik problem durumu (belediye yizme havuzu projesi) belirlenmistir.

. Problemin her bir alt asamasi icin bagimh ve bagimsiz degiskenler tanimlanmis,
uygun referans fonksiyondan turetilen bir cebirsel ifade (fonksiyon)
olusturulmustur.

. Her fonksiyon icin gercek yasam kosuluna karsilik gelen bir denklem ve bir
esitsizlik kurulmus ve adim adim ¢c6ztulmustur.

. Elde edilen ¢c6zUmler, fonksiyonlarin grafikleri Gzerinde noktalar ve bdlgeler olarak
gosterilerek gorsel bicimde dogrulanmistir.

. Son olarak, kullanilan denklem ve esitsizliklerin baska hangi gercek yasam
problemlerinde kullanilabilecegi tartisiimistir.

Hesaplamalarda cebirsel yontemler (carpanlara ayirma, ikinci dereceden denklem
formUll, kék alma) kullaniimis; sonuglar grafik cizim yazilimiyla olusturulan koordinat
sistemleri Uzerinde isaretlenerek cebirsel ve grafiksel yaklasimlarin tutarhiligi
karsilastiriimistir.



3. Problem Durumunun Tanitilmasi

Senaryo: Bir belediye, ilce parkinin bir késesinde, parki cevreleyen mevcut duvara
bitisik dikddrtgen biciminde acik hava yizme havuzu yaptirmayi planlamaktadir. Proje
dort asamadan olusmaktadir:

Tasarim asamasi: Duvara bitisik olmayan U¢ kenar toplam 100 metre tel cit ile
cevrilecektir. Belediye, citin verimli kullanilmasiyla elde edilebilecek en bilyuk
havuz alanini ve en az 800 m? alan saglayan kenar uzunluklarini 6grenmek
istemektedir. (Karesel fonksiyon)

Maliyet asamasi: insaatin sabit bir kurulum maliyeti ve her giin icin sabit bir
iscilik/malzeme maliyeti bulunmaktadir. Belediye, ayrilan bultceyle insaatin kac
gun slrebilecegini belirlemek istemektedir. (Dogrusal fonksiyon)

Doldurma asamasi: Havuz, ayni debiye sahip pompalarla doldurulacaktir.
Belediye, havuzun belirli bir sirede dolabilmesi icin ka¢ pompa gerektigini
hesaplamak istemektedir. (Rasyonel fonksiyon)

Bakim asamasi: Bakim calismalari éncesinde havuz belirli bir taban borusundan
bosaltilacaktir. Bosalma siresi su yuksekligine baglidir; belediye, bosalma
stresinin belirli bir strenin altinda kalmasi icin su seviyesinin ne kadar olmasi
gerektigini bilmek istemektedir. (Karekodk fonksiyon)

Sekil: Yizme Havuzu Yerlesim Semasi (iistten gorinis)

DUVAR (mevcut)

I |
Cit (yesil)

X HAVUZ
(kisa kenar A(x) = xy
y = 100 - 2x
(uzun kenar)

Sekil 1. Yizme havuzunun yerlesim semasi (duvar ve cit kenarlari)



4. Problemin Cozumu

Problem, asagida doért alt bashk halinde, her biri farkli bir referans fonksiyon tirtine
dayanacak sekilde c¢o6zulmustir. Her alt baslkta sirasiyla: degiskenler, kurulan
fonksiyon, ¢6zllen denklem, ¢ézulen esitsizlik ve ilgili grafigin yorumu yer almaktadir.

4.1. Karesel Fonksiyon ile Havuz Alaninin Belirlenmesi

Degiskenler: x = duvara dik olan kisa kenarin uzunlugu (metre); buna goére duvara
paralel uzun kenary = 100 — 2x olur (i¢ kenarin toplami 100 m oldugundan).

A(x) = x - (100 — 2x) = —2x? + 100x (0 < x < 50)

a) Tepe noktasi (maksimum alan):

A(X) = —2x2 + 100x fonksiyonunun tepe noktasinin apsisi xo = —b / 2a = =100/ (2-(=2))
= 25 metredir. Bu dedericin y = 100 — 2(25) = 50 metre ve maksimum alan A(25) = 25
- 50 = 1250 m? olarak bulunur.

Sonuc: En blyuk havuz alani, kisa kenar 25 m, uzun kenar 50 m secildiginde elde edilir
ve bu alan 1250 m2'dir.

b) Denklem: Alanin tam olarak 800 m? oldugu x degerleri

A(x) = 800 = —2x? + 100x = 800 = —2x2 + 100x — 800 =0 = x> — 50x + 400 =0
A = (—-50)2 — 4-1:400 = 2500 — 1600 = 900 = VA = 30

x = (50 £ 30)/2 = x1 =10 veya x2 = 40

Sonug: Kisa kenar 10 m veya 40 m oldugunda havuzun alani tam olarak 800 m2 olur.

c) Esitsizlik: Alanin en az 800 m? olmasini saglayan x degerleri

A(x) = 800 = —2x? + 100x — 800 = 0 = x? — 50x + 400 = O (esitsizligin yonu, -2 ile
bolindlgU icin degismistir). Kokleri x = 10 ve x = 40 olan yukari acilan bu parabol,
kdklerin arasinda negatif ya da sifir olur. Buna gore:

10 = x = 40 (metre)

Sonugc: Belediyenin istedigi en az 800 m? alani saglamak icin kisa kenar uzunlugu 10
metre ile 40 metre arasinda (bu degerler dahil) secilmelidir.



Karesel Fonksiyon: Havuz Alaninin x'e Gore Degisimi

1400
Maksimum
(25, 1250)
1200 -
1000 -
g— g0 ——r—r—b——r---pr G —————————
™~ (10, 80, 0, 800)
P
c 600+
o
<
400 +
200 A
— A(x)=—2x2+100x
—-—- A(x) = 800 m?
0 T T T T
0 10 20 30 40 50

Kisa kenar uzunlugu x (metre)

Sekil 2. A(x) = —2x? + 100x fonksiyonunun grafigi; tepe noktasi ve A(x) = 800 ¢6zlim bélgesi

Grafikten yararlanma: Parabollin tepe noktasi, maksimum alani dogrudan goézle
gorulebilir hale getirir. A(x) = 800 dogrusu ile parabolin kesisim noktalari (x = 10 ve x =
40), esitsizligin sinir degerlerini verir; bu iki kesisim noktasi arasinda kalan ve grafikte
tarali gosterilen bolge, esitsizligin ¢6zim kimesini olusturur. Boylece cebirsel ¢éziimle
grafik ¢c6ziUmu birbirini dogrular.

4.2. Dogrusal Fonksiyon ile insaat Maliyetinin Belirlenmesi

Degiskenler: x = insaatin slrecegi gin sayisi, C(x) = toplam maliyet (TL). Sabit
kurulum/ekipman maliyeti 5000 TL, gunlik iscilik ve malzeme maliyeti ise 300 TL olarak
alinmistir.

C(x) = 300x + 5000 (x> 0)

a) Denklem: Maliyetin 14 000 TL oldugu guin sayisi
C(x) = 14000 = 300x + 5000 = 14000 = 300x = 9000 = x = 30

Sonuc: insaat 30 giin surerse toplam maliyet 14 000 TL olur.

b) Esitsizlik: Belediyenin 20 000 TL butcesini asmayan gun sayilari
C(x) = 20000 = 300x + 5000 = 20000 = 300x = 15000 = x = 50

Sonuc: insaat en fazla 50 gun siirerse, maliyet 20 000 TL'lik bitceyi asmaz (0 < x < 50
gin).



Dogrusal Fonksiyon: insaat Maliyetinin Giine Gore Degisimi
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Sekil 3. C(x) = 300x + 5000 dogrusunun grafigi ve blitce siniri ile kesisimi

Grafikten yararlanma: Maliyet dogrusu ile 20 000 TL'lik yatay butce dogrusunun
kesistigi nokta (50, 20000), izin verilen en fazla giin sayisini dogrudan verir. Bu noktanin
solunda kalan bdlge (x = 50), esitsizligin ¢6zim kimesidir ve grafikte acik bicimde
goralebilir.

4.3. Rasyonel Fonksiyon ile Havuzun Doldurulma Suresinin
Belirlenmesi

Degiskenler: x = kullanilan pompa sayisi (adet), f(x) = havuzun dolmasi icin gereken
slre (saat). Havuzun toplam su hacmi sabit oldugundan, bir pompanin tek basina
havuzu dolduracadi sure 60 saat olarak kabul edilmistir (toplam is = 60 pompa-saat).

f(x) =60/x (x€Z*)
a) Denklem: Havuzun 12 saatte dolmasi icin gereken pompa sayisi
fix)y=12=60/x=12=x=5
Sonuc: 5 pompa kullanilirsa havuz 12 saatte dolar.

b) Esitsizlik: Havuzun 10 saatten kisa suirede dolmasini saglayan pompa
sayilan

f(x) <10 = 60/ x < 10 = (x > 0 oldugundan esitsizligin yoni degismez) 60 < 10x =
X>6

Sonug: x tam say! oldugundan, havuzun 10 saatten kisa sUrede dolmasi icin en az 7
pompa kullanilmalidir (x = 7).



Rasyonel Fonksiyon: Pompa Sayisi - Dolum Siiresi iliskisi
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Sekil 4. f(x) = 60/x fonksiyonunun grafigi ve f(x) = 10 siniri ile kesisimi

Grafikten yararlanma: f(x) = 60/x egrisi ile f(x) = 10 yatay dogrusunun kesistigi nokta
(6, 10), esitsizligin sinirini gosterir. Bu noktanin saginda (x > 6) kalan bolgede egri, 10
saat sininnin altinda kalmaktadir; bu da grafikte tarali alanla belirtilmistir.

4.4. Karekok Fonksiyon ile Havuzun Bosalma Suresinin
Belirlenmesi

Degiskenler: h = havuzdaki su yiksekligi (metre), T(h) = bosalma stresi (dakika).
Taban borusunun akis o6zelliklerine bagl olarak bosalma stresi ile su yuksekliginin

karekoklyle orantil oldugu (Torricelli prensibine dayanan basitlestiriimis bir model)
kabul edilmistir.

T(h) =30vh (0 = h = 2,5)
a) Denklem: Bosalmanin 45 dakika surdugu su yuksekligi
T(h) =45 =30vh=45=+Vvh =1,5= h = 2,25
Sonuc: Su yuksekligi 2,25 m oldugunda havuzun bosalmasi 45 dakika surer.

b) Esitsizlik: Bosalma suresinin 40 dakikayi gecmemesi icin gereken su
yuksekligi
T(h) =40 = 30vh =40 = vh = 4/3 = h = 16/9 = 1,78 (h = 0 kosuluyla birlikte)

Sonuc: Bakim ekibinin 6ngoérdagt 40 dakikalik sire sinirini saglamak icin, bosaltmaya
baslamadan 6nce su seviyesinin en fazla yaklasik 1,78 m olmasi gerekir (0 = h = 1,78).



Karekok Fonksiyon: Su Yiiksekligi - Bosalma Siiresi iliskisi
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Sekil 5. T(h) = 30Vh fonksiyonunun grafigi ve T(h) = 40 siniri ile kesisimi

Grafikten yararlanma: Karekék fonksiyonunun grafigi, h = 0'dan baslayarak artan
ama giderek yavaslayan bir egri cizer. T(h) = 40 yatay dogrusu ile egrinin kesistigi nokta
(=1,78; 40), esitsizligin sinirini verir; bu noktanin solunda kalan bdlge (0 = h = 1,78)
¢O6zUm klmesidir.



4.5. Céziimlerin Ozeti

Fonksiyon Tiri Denklem (¢c6ziim) Esitsizlik (c6ziim)

Karesel A(x) = -2x2+100x A(x)=800 - x=10, 40 A(x)=800 - 10=x=<40
Dogrusal C(x) = 300x+5000 C(x)=14000 —» x=30 C(x)=20000 —» x=50
Rasyonel f(x) = 60/x f(x)=12 -» x=5 f(x)<10 - x>6 (x=7)
Karekok T(h) = 30vh T(h)=45 - h=2,25 T(h)=40 - h=<1,78

Tablodan gorildigu gibi, tek bir gercek yasam projesinin farkli asamalari, doért farkli
referans fonksiyon tlrlyle modellenebilmekte; her asamada hem bir denklemin kesin
¢6zimune hem de bir esitsizligin ¢6zim araligina ihtiya¢ duyulmaktadir.

5. Farkhi Problem Durumlarina Uyarlanabilirlik
Bu projede kullanilan denklem ve esitsizlik turleri, yalnizca ylzme havuzu problemine

0zgqU degildir; ayni yapi bircok farkh gercek yasam durumuna da uygulanabilir:

a) Karesel fonksiyon ile alan/optimizasyon problemleri

. Sabit cevre uzunluguna sahip bir bahce, tarla ya da spor sahasinin alaninin
maksimize edilmesi.

. Bir cismin disey atisinda, zamana bagl yuksekligin (h(t) = —5t2 + vot + ho)
modellenmesi ve cismin yerden belirli bir ylkseklikte kalacagi zaman araliginin
bulunmasi.

. Bir firmanin satis fiyatina bagh kar fonksiyonunun (kar = gelir — maliyet)
modellenmesi ve belirli bir kar hedefinin hangi fiyat araliginda tutturulabileceginin
belirlenmesi.

b) Dogrusal fonksiyon ile sabit + degisken maliyet problemleri

. Taksi Ucreti, kargo Ucreti gibi acilis Ucreti + birim basina Ucret seklindeki tarife
hesaplamalari.

. Bir aboneligin (elektrik, su, internet) sabit tcret ve kullanim miktarina bagh fatura
tutarinin, belirli bir bUtceyi asmayacagi kullanim araliginin bulunmasi.

. Bir aracin yakit tiketimine gére kalan yol/menzil hesaplamalari.

c) Rasyonel fonksiyon ile ters oranti problemleri

. isci sayisi ile bir isin tamamlanma siresi arasindaki iliski (isci sayisi arttikca sire
azalir).

. Sabit bir yolu farkl hizlarla kat etme sirelerinin karsilastiriimasi (zaman = yol /
hiz).

. Sabit bir bltcenin kisi sayisina bélinmesiyle kisi basina disen payin

hesaplanmasi.

d) Karekok fonksiyon ile zaman/oran problemleri



. Serbest disen bir cismin belirli bir yiksekligi ka¢ saniyede kat edeceginin
hesaplanmasi (diUsme suresi ile yUkseklik arasinda karekdék iliskisi).

. Bir sarkacin periyodunun sarkag uzunlugunun karekokuyle iliskilendirilmesi.

. Vicut yuzey alani, ekonomi gibi alanlarda karekdk iceren formdallerle yapilan
tahmini hesaplamalar.

Bu oOrnekler, projede kullanilan yéntemin (dediskenleri tanimlama - uygun referans
fonksiyonu secme — denklem ve esitsizlik kurma — cebirsel ve grafiksel ¢c6zim) genel bir
problem ¢6zme stratejisi olarak farkli baglamlara aktarilabilecegini gostermektedir.

6. Sonuc

Bu projede, bir belediye ylizme havuzu projesinin tasarim, maliyet, doldurma ve bakim
asamalan sirasiyla karesel, dogrusal, rasyonel ve karekok referans fonksiyonlariyla
modellenmis; her asama icin kurulan denklem ve esitsizlikler cebirsel yéntemlerle
¢6zulmus ve cozumler ilgili fonksiyonlarin grafikleri Gzerinde dogrulanmistir. Calisma,
dort temel referans fonksiyon tlrinin soyut birer matematik konusu olmanin 6tesinde,
tek bir gercek yasam projesinin farkli yénlerini modellemek icin birlikte ve tamamlayici
bicimde kullanilabildigini; ayrica bu fonksiyonlardan elde edilen denklem ve
esitsizliklerin cok cesitli baska problem durumlarina da uyarlanabilir genel bir problem
¢6zme araci oldugunu ortaya koymaktadir.



